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Cours - Séquence n° 3 — Fonctions (I)

Cours - Séquence n° 3 - FONCTIONS (1) :
opérations

Tle Spécialité Mathématiques - 2025/ 2026

limites, comparaison,

IMITE FINIE OU INFINIE EN L'INFINI

I- L

1. Limitei ie en I'i i

Soit f une fonction défine sur un intervalle du type ]a ; +oo[ ot a est un nombre réel ou éventuellement —oo.

e Dire que la fonction f'a pour limite +co en 4 o0 signifie que v :
tout intervalle de la forme ] 4 ; +oo[, ou 4 est un nombre réel strictement positif, contient toutes les valeurs f (x)
pour x assez grand.

e Onnote lim f(x)=+%.
X400
Remarque
Avec les quantificateurs, cette définition peut s'écrire :

lim f(x) = +oo signifie VA E R* dBeER: Vx>B=f(x) >4

x—+00

Exemple 1 Soit f la fonction définie sur J0 ; +oof par f(x) = Vx.
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Soit f une fonction défine sur un intervalle du type ]a ; +oo[ ou a est un nombre réel ou éventuellement —oo.

e Dire que la fonction f{ajpour limite —co en +c0 signifie que
tout intervalle de la forme ]—oco ; A[, ou A est un nombre réel strictement négatif, contient toutes les valeurs f (x)
pour x assez grand.

e Onnote lim f(x) =—0o. [llustration géométrique
x—>+00 ; é\»\(»}\
Remarque

Avec les quantificateurs, cette définition peut s’écrire :

xliwa(x) = —oosignifie VAER'™ ,3BER: Vx> B =ifle) =4

Exemple [Les fonctions de référence de limite - , .
On admet que les fonctions : x = kx, (x = kx™, 'x v kyx ont pourlimite —oo en +.
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Cours - Séquence n° 3 - Fonctions (1)

Remargue
On définit de maniéere analogue les limites infinies d’une fonction en —oo.

Onadmetque: lim kx = —oo, lim kx™=+c0.($¢ n et pair)

X——00 X——00
_ O k"2 ~0p (i a @vau.‘.)
Remarque 3ol
Une fonction qui a pour limite +o en +oo n’est pasmécessairement croissante.

® Dire que la fonction f a pour limite un nombre réel L en 4 signifie que

tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs f (x) pour x assez grand.

e Onnote xEer f(x)=1L.

Remarque : Ltf
Avec les quantificateurs, cette définition peut s’écrire : 5
xl_i)rlloof(x) = Lsignifie Vr €eR** ,3BER: Vx>B= f(x) €JL—r;L+71[ 1%

o

: Exemple Soit f la fonction définie sur 0 ; +oo[ par f(x) = ;1;

Conjecturer lir+n f(x), puis démontrer avec la définition.
X—+400

Lomyedue, Ocm §C2.2.0 Norkom V’\‘R“3P>“R’v‘73;><¥(‘~) <30.4L
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..................................................................................................... ,Co“obké’c*‘wm@ww\‘*’*‘vw“ e

.................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................

A da € RYM™ 3 Rem s ¥ 7B = $6y €30 oL Do ng)*»o

Remarque
On définit de maniére analogue la limite finie d’une fonction en —oo,

Exemple Les fonctions de référence de lin

On admet que les fonctions : x oy E9 ;I:T ont pourlimite 0 en +ooeten —0: x H»% apour limite 0 en +oo.

Lorsque Iir+n f(x) = L, on dit que, dans un repére orthonormé, la droite d’équation ¥ = L est une asymptote
: X—+00

horizontale 3 la courbe de f en +co.

Remarques
1. Interprétation graphique : si M(x ; f(x)) et P(x ;L) alors la distance MP tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

7 Lorsque lim f(x) = L, on définit de méme une asymptote horizontale en —oo.
X——00
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4

/ Exemple Pour la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = f; , 0N a prouvé que xl_igxw f(x)=0.

..... Pove O digsre d'gmakion.. 2 0 (aree doy cbncime ) et cangmekaf horp: il o~

..... i BB e er e e e R
3. Fonctions qui n’ont pas de limite en l'infini l/.\

1l existe des fonctions qui n’admettent pas de limite en I'infini. \ /\ o ' /\ o

‘Exemples v w \/ \/

Les fonctions trigonométriques sin et cos et plus généralement les fonctions sinusoidales n’ont pas de limite en l'infini.

[I- LIMITE FINIE OU INFINIE EN UN REEL
Dans ce paragraphe, f est une fonction définie sur un ensemble D (intervalle ou réunion d’intervalles).
On étudie la limite de f en un nombre réel a quesia appartient 2 D ou si a est une borne de D.

1. Limite infinie en un nombre r ]l a

e Dir ‘que ]a fonction f/a pour limite 400 en @ signifie que tout intervalle de la forme ]A ; +o[,

ou A est un nombre réel strictement positif, contient toutes les valeurs f (x) pour x assez proche de a.
e Onnotelim f(x) = +.
x—-a

Remarques
1. Avec les quantificateurs, cette définition peut s’écrire :

)lcintllf(x)=+oosignifie>VAER*+,3reR’+:VxE]a—r;a+r[nD = f(x)>A FARE et

(9]
2. On définit de maniére analogue la limite —co d’une fonction en a. : ] 51 -
air a+r

Exemple 1 Soit f la fonction définie sur] —o;0[U]0; +oo[ par f(x) = ;1-2-

..........................................................................................................................................................
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Cours - Séquence n° 3 - Fonctions (1) Tle Spécialité Mathématiques — 2025/202 \

Exemple 2 Soit g la fonction définie sur | — o0 ;0[ U ]0 ; +oo[ par g(x) = i 3

Conjecturer graphiquement }g_rg gx).

- SR R SR T e P
- =+400; lim=-= —o00: — = 400 — = 400 (n pair); 'lim — = —oo (n impair); lim —= = +o00.
Lo~y B insseaey @ B (n pair); (S (n impair); S
x>0 x<0 x>0 x<0 x<0 >0

- [ Definition
Lorsqu'une fonction f a pour limite 4+ ou —co en un nombre réel a (éventuellement a gauche ou a droite), on dit
que, dans un repere orthonormé, la droite d’équation x = a est une tote v

Exemples Pour les fonctions f et g précédentes,
()“d’\ﬁ*k&'é\%‘\‘vm %5000 Mgrphds nebicke @ O comibe S D ot 200 (g0

......................................

2. Limite finie en un nombre réel a

e Dire que la fonction f/a pour limite un réel L en a signifie que tout intervalle ouvert contenant L

contient toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de a.

e Onnotelim f(x) = L.
X0
Remarque
Sia € D etsif aunelimite L en a, alors L = f(a).

Exemple

......
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[1I- LIMITES ET COMPARAISON

Si f et g sont deux fonctions telles que : Si f et g sont deux fonctions telles que :

(1) pour x assez grand, f(x) = gx) (1) pour x assez grand, f(x) < gx)

() Hm g(x) = +o0 @) lim g(x) = -

alors, lim f(x) = +oo. alors, lim f(x) = —oo.

x—+00 x40
Démonstration

..................................................................................................................................................................
...........................................................................
..........................................................
.......................................................................................................................................................................................
..................................................................

................................................................................................................................................................................................

Remarque _
Ces deux théorémes s’étendent aux cas de limites en —oo et en un point en changeant la condition (1).

Exemple Soit f la fonction définie sur R par fx) = —2x + sinx . Déterminer xliTw f oy

.................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................
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Sif, g eth sonttrois fonctions telles que : :
(1) pour x assez grand, g(x) < f(x) < h(x)
2) J‘l_i’?}m gx) = xl_i’?zo h(x) = I (avec ! un nombre réel)

alors, lim f(x) =1L
xX—+4+00

Remargque
Ce théoréme s’étend aux cas de limites en —oo et en un point en changeant la condition (1).

Exemple Soit g la fonction définie sur ] — oo ; 0[ par g(x) = & 3§mx; Déterminer lim g(x).
X——00

x

..............................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

............................................. %sl—'i:zf\ns’)\vi fu«“"“”‘*
To s Sleatye s o e
Q0 e oot 0, 2 -
Qo 32.5.0.28 e =0 o
/*00‘",6‘,« AO<‘0‘0~1A°‘&W¢‘°’M’JQ~‘3C')“O ................................................................
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IV- COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS ET LIMITE

Soient u une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle ] telles que
pour tout x de I, on ait u(x) €J. 1 i ;

La fonction composée de u suivie de v, notée v o u (lire « v rondu »), ‘
est 1a fonction définie sur I par{(w e u)(x) = v(u(x)). l

— )

I.—-—-—‘L—o u(x)

_Exemple 1
u est la fonction définie sur 1 = R par u(x) = 2x — l.vestla fonction définie sur ] = R par vlix) = xz._L

12290 09) = v ax)-_Re=dls

= Lafonction v o u est définie sur iR.. par \ O

i W) - ‘ - Lo -
= Lafonctionu o v est définie sur R. par (“°"')L’)"°LLV(’"W(’“)‘2" ....... j .................................

Exemple 2
f estla fonction définie sur R \ {1} par f(x) = e;% :

Décomposer f sous la forme v o u en précisant les fonctions u et v.

Chacune des lettres a, b et ¢ désignent soit un réel, soit +oo, soit —o.
Si u et v sont deux fonctions telles que :
(1) limu(x)=b
x—a
@ lmv(X) =¢

alors, 11_1)1‘} v(u(x)) =c.
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1
Exemple 1 Soit h la fonction définie sur 0 ; +oo[ par h(x) = ex. Déterminer xl_l’l_"l_lco h(x).

0
...........................................................................................................................................................................

Q;‘m w0y =
L o

“etm—

.......................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................

Exemple 2 Soit j la fonction définie sur ] — oo ; 2[ par j(x) = V2 — x. Déterminer lim J(x)-
; X—>—00
¢ Os E9=42 o,

...... DR oA R

e e e ‘9 AR L S
® s et
m'x,,o*d"‘a-«;,o(’= .... e

...................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................
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V-  LIMITES ET OPERATIONS

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble de définition.
a désigne soit un nombre réel soit +0o soit —oo.
I et I désignent deux nombres réels.

, e Limite d'une somme

lim f(x) = l l l +00
lim g(x) = U +00 —0 +00
lim(f(x) + gx)=| 1+ +00 —00 +00

* Forme indéterminée : on ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

e Limite d'un produit
oo désigne +o ou —
lim £ (x) = 1

limg(x) = v

B xX—a

lim(f x)g(x) = uw

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +0co ou —oo.

e

il oo désigne +00 ou —oo

imf(x)= | 1 1#0| I | oo
limg(x)= |r#0| 0 | o | I
maE . e
x—vag(x) l

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +00 ou —o.

Remarques
1. Exemple d’un cas de forme indéterminée « 2 ».
Dans chacun des cas ci-dessous, lim L f(x) =t et lim g(x) = +oo.
" X—+00

f)

@) f&®

] = x?2 = i =
Cas1:sif(x) =x" et g(x) =x, alors e xl_lglmg() i

: L - ( yaT o e
Cas2:sif(x) = x et g(x) = x? a]ors e et xl_1’r+noo —
= Cas3:sif(x) =2x et g(x) =x alors ) =2 et lim —f§x§ =2
x—->+0 g

On constate que trois réponses dnfferentes sont possibles.
2 En cas de forme indéterminée, on utilisera des « astuces » permettant de « lever I'indétermination ».
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Cours - Séquence n° 3 - Fonctions (I) Tle Spécialité Mathématiques - 2025/202
Exemples Déterminer les limites suivantes et interpréter graphiquement lorsque c’est possible.

: ; ; 1 S Ixn 2
a. lim (x*-5x+2); b. ngm(x3—5x+2); c. lim (4_'53); d. lim ———:

xX——00

x—+00 x—-—oc0 —1 +4x
2o 2x 4 . Vx—1-2 X2t =2
& ;lgl-rg x-3 ' ff ,l}.',’% x-5 ' & x—>—2 x2—x—-6 '
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VI- FONCTION EXPONENTIELLE ET LIMITES \\

| Lemn ce el e Mo 0. Ad b obves ' epc W
1 m% IS ‘vmc‘i"w N ot SR "»(\—nc‘«

l
' ﬂPourtoutréelx,e"Zx+1.

Démonstration

Démonstration : ;
9!‘ ~ 0 3 2¢ . i< g
A popdn Celepe Mo C R " B 2us Do Vol of mo
\ o e : S iR oD
O‘/g;f;,““/“ﬂ,emoa%w&c ..... MMWJ,{QV:_“, ..... =
2 S X 0 ek L0 “A
..... ) udxd&-x%”'y?—?;)c’x
...... s \aw***"“”*w* 2
G pee M2saex ca)d e = <™
Q\ ;Q\‘ X . A S = =
.............. s ot degs ) de. V‘cpﬂw‘,‘&;%o,‘\w E‘i‘;}’"‘o
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1. lim xe*=0.

2. Pour tout entier natureln > 1, ,“'Poo x"e™* =0.

Démonstration
9 4 1c y
A Bnxe” - Q“\"‘ e¥oe = Co., - 20 C(r'ike\-b\;f Q Hepey o craman Compity

..................................................................................................................................................................................................

L) “VRE-W\Z%Q‘\‘ u"c”k: S K«K Yc:\: e o L— :O ,‘cl(o:c‘,«; ‘Q. i"&.(

D osa Craimana
............................... R S T RISV PR R AT T T OO G L P o T e T P A e )
(G tinecen
: e i
Remarque 24000
On peut entendre : - 12000}
« En +, Ja fonction exponentielle 'emporte sur les fonctions puissances ». 10000,
Sa croissance est plus rapide. : it
6000
S5k 4000
g(z) = o /)
G )= & 2000
0
6 “4 = 0 2 4 6 8 105 =510

Exemple Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e* — x3. Déterminer xliI-P )

Q’ . 06, Q. (" ) gem 3 ¢ bevres

...........................................

- e R L e B e e e e
x?
=y ( - =
.................................... ST B i i ot i e s g s
OSpe b £ () 5 PSS ; -
............ Cb‘ /Q\'\»ea"o,ﬁ(“ Q‘LQ‘WL(&MWWMLC«*(’vtm
%_,M‘ ..............

Do, prr dfiievee Qo (a22) =2

O\ oy e’t—
) < ”*
,)%z;;c = & A@-./ U p»\m‘fm‘“' ’gf:;./}(k) = P
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